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せていただいた,[12] の内容を紹介する.また,最近の [14] の内容についても簡単に紹介
する.粗く言って前者は関数を扱っているもので,後者は微分形式といった関数とは異な
る対象を扱っている.
では始めに,グロモフハウスドルフ収束の定義を述べる (これは [10] のオリジナルの
ものとは異なるが,[7] で与えられた同値なものである)
定義0.1. [10, 7] コンパクト距離空間の列 X_{i} がコンパクト距離空間 X にグロモフ ハ




(1) ( $\phi$_{i} はほぼ距離を保つ) 任意の i と任意の x, y\in X_{i} に対して
|d_{X_{l}}(x, y)-d_{X}($\phi$_{i}(x), $\phi$_{i}(y))|<$\epsilon$_{i}
が成り立つ.ここに d_{X_{ $\iota$}}(x, y) で x と y の距離を表す.
(2) ( $\phi$_{i} はほぼ全射である) 任意の i に対して
X=B_{$\epsilon$_{\mathrm{t}}}($\phi$_{i}(X_{i}))
が成り立つ.ここに B_{r}(A) で A の r近傍を表す.
このとき,点列 x_{i}\in X_{i}(i<\infty) が点 x\in X に収束するとは, $\phi$_{i}(x_{i}) が x に X 内で収束す
るときをいい,それを x_{i\rightarrow X}^{GH} と表す.
1. 関数に作用する微分作用素のスペクトル収束
ここでの設定は次である :
(1) n を自然数, K を実数とする.





(2) \{X_{i}\}_{i\in \mathrm{N}} を n次元コンパクトリーマン多様体の列で,リッチ曲率が一様に下に有
界であるという,次の条件を満たすものとする :
\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{c}_{X_{ $\iota$}}\geq K.
(3) X を瓦のグロモフ ハウスドルフ極限となるコンパクト距離空間とする.
(4) X 上のボレル確率測度 v を瓦上の自然な確率測度
\displaystyle \frac{H^{n}}{H^{n}(X_{i})}
の極限とする.ここに, H^{n} は n次元ハウスドルフ測度で,上の極限の意味は
\displaystyle \lim_{i\rightarrow\infty}\frac{H^{n}(B_{r}(x_{i}))}{H^{n}(X_{i})}=v(B_{r}(x))
が任意の収束列 x_{i}GH\rightarrow x (x_{i}\in X\'{i}, x\in X) と任意の r>0 で成り立つときを言う
(これは空間が止まっているとき,すなわち X_{i}\equiv X のときは測度の弱収束に他な
らない.よってこれは測度の弱収束の一般化である).
この設定に関して一つだけ注意を与えたい.それは上記設定のコンパクト性である.上で
(1) と(2) の状況を考え,かつ X_{i} の直径が一様に有界とすると,適切に部分列を抜くこと
により, X と v が存在して,設定 (3) と(4) を満たすことが知られている.
この状況で次が知られている.これは深谷によって [6] で予想され,チーガー コール
デイングによって [5] で解かれたもので,リッチ曲率に関わるスペクトル収束として現れ
た最初のものである.
定理1.1. [5] 次が成り立つ :
\displaystyle \lim_{i\rightarrow\infty}$\lambda$_{k}(X_{i})=$\lambda$_{k}(X) .
ここに, $\lambda$_{k}(X) は X 上の (関数に作用する) ラプラシアン \triangle の(重複度を込めて数えた)
 k 番目の固有値である.
この定理を正確に理解するために,まずはX上のラプラシアンの定義について述べよう.






次に, \mathcal{D}(\triangle, X) で以下を満たす f\in H^{1,2}(X) 全体を表すとする :
45
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・ある g\in L^{2}(X) が存在して,
\displaystyle \int_{X} \langledf,  dh\displaystyle \rangle dv=\int_{X} fgdv
が任意の h\in H^{1,2}(X) について成り立つ.
この g は存在すれば一意なので, \triangle f と書く.これがラプラシアンの定義である.もちろ
ん X が滑らかで, f も滑ら力], かつ v が自然な確率測度のときには通常の定義と一致す
る.それは発散公式の帰結である.
以上の後半においてまたいくつか未定義用語が現れた.例えば \rangle は  X の自然なリーマ
ン計量であり, df はほとんどいたるところ定義された微分1形式である.これらはもちろ
ん考えている対象が全て滑らかならば通常通り理解される.上のような状況でも,上記が
すべてうまくいくくらいの Xの正則性がチーガーコールディングの一連の研究 [2, 3, 4, 5]
によって保障されている (より正確には修正可能と呼ばれる性質を持つ). ただ注意をし
て欲しいのは,その正則性はまさに必要最小限といったもので,例えば一般には, X の













ここに c は(適切な) 定数で, s はスカラー曲率である.
(3) P‐ラプラシアン:





素は c (山辺定数と呼ばれる) の連続性,(3) は次の方程式 :









ことを注意しておく.まず p\in(1, \infty) を止めて,各  i<\infty に対して,  X_{i} 上の L^{p}‐有界な
ベクトル場 (もちろん連続である必要はない) 砺を一つずつとって,さらに X 上の Ii^{p}‐有
界なベクトル場 V をとる (先にも述べたとおり, X にはボレル可測なベクトル場を考え
るくらいの正則性はわかっていることに注意)
この状況で次を定義したい :
V_{i} が V に L^{p}‐強(もしくは弱) 収束する.
これはもちろん空間が止まっているとき,すなわち
(X_{i}, \displaystyle \frac{H^{n}}{H^{n}(X_{i})})\equiv(X, v)
のときには通常のものと一致することも要請する.
この定義を与えようとすることの難しさは差Vi— V' を自然に考えることができないこ
とである.この難点を克服したのが論文 [11] であり,答えは次である :
定義1.4. [11]
(1) V_{i} が V に五P‐弱収束するとは,
\displaystyle \sup_{i}||V_{i}||_{Lp}<\infty
かつ
\displaystyle \lim_{i\rightarrow\infty}\int_{B_{r}(x_{ $\iota$})}\{V_{i}, \nabla r_{y_{\mathrm{t}}}\rangle dv_{i}=\int_{B_{r}(x)}\langle V, \nabla r_{y}\rangle dv
が任意の r>0 , 任意の x_{i\rightarrow X}^{GH} , 任意の y_{i\rightarrow}^{GH}y に対して成り立つときを言う.こ
こに v_{i}:=H^{n}/H^{n}(X_{i}) であり, r_{y} で y からの距離関数 (これはリプシッツ関数で
ある) を表す : r_{y}(z)=d_{X}(y, z) .











\bullet  L^{p}‐弱収束列において,その L^{p} ノルムは下半連続である.
他にもソボレフの埋め込み定理などもあるが,ここでは次に,この枠組みにおけるレー
リッヒ型コンパクト性定理を紹介しよう :
定理1.5. [11] P\in(1, \infty) を止めて,各  i<\infty に対して,  f_{i}\in H^{1,p}(X_{i}) をとり,次を仮
定する :
\displaystyle \sup_{i}||f_{i}||_{H^{1,p}}<\infty.
このとき f\in H^{1,p}(X) と部分列義(j) が存在して次が成り立つ :
(1) f_{i(j)} は f に L^{p} ‐強収束する.








簡単のため, X が一点でない状況での正の第一固有値 $\mu$_{1}(=$\lambda$_{2}) の連続性のみチェック
することにする (X が一点のときは $\mu$_{1}(X)=\infty と約束する.ちなみに $\lambda$_{1}(X)=0 であ




を示そう.ちなみにこちらは簡単なパートである.まず f\in \mathcal{D}(\triangle, X) を $\mu$_{1}(X)‐固有関数
とする.このとき,上で述べた L^{p}‐収束の枠組みから,近似列 f_{i}\in H^{1,2}(X_{i}) で, f_{i} , \nabla義が
それぞれ  f, \nabla f に L^{2}‐強収束するものが取れることがわかる.
そこでレイリー商を考えると,





各  i<\infty に対して  f_{i}\in \mathcal{D}(\triangle, X_{i}) を $\mu$_{1}(X_{i})-固有関数で ||f_{i}||_{L^{2}}=1 を満たすものをとる






 H^{1,2}(X) があって, f_{i} が f に L^{2}‐強収束し, \nabla f_{i} が \nablaf に  L^{2}‐弱収束するとしてよい.この
とき L^{2}‐弱収束列に関するノルムの下半連続性より











(1) n を自然数, K を正の実数とする.































例2.3. [15, 17] 群 \{\pm 1\} を4次元トーラス \mathrm{T}^{4}:=\mathrm{C}^{2}/\mathrm{Z}^{4} に
(-1)\cdot(z_{1}, z_{2}):=(-z_{1}, -z_{2})
で作用させ, X:=\mathrm{T}^{4}/\{\pm 1\} とおき,その上の標準的な平坦オービフォールドリーマン計
量を g とする.この g によって X は距離空間となる. X の特異点は全部で16個あり,
b_{1}(X)=0, b_{2}(X)=6
がすぐにチェックできることに注意しておく.




このとき,カラビ ヤウの定理によって, Y上の滑らかなリーマン計量の列 g_{i} で次を
満たすものが取れる :
\bullet  g_{i} はリッチ平坦なケーラー計量である.
\bullet  Y の g_{i} による体積は常に1である.
\bullet  X の任意の特異点 p に対して, $\pi$^{-1}(p) の g_{i} による体積は i^{-1} である.












\triangle_{H,1}= $\delta$ d+d $\delta$
の一様なスペクトルギャップを持つことである,すなわち
\displaystyle \lim\inf$\mu$_{H,1}(X_{l}\prime)i\rightarrow\infty>0.
ここに, b_{1}^{G} はジグリによって [9] で導入された測度距離空間上の1次元ド ラームコホモ














モフ ハウスドルフ収束を考えると, \triangle_{H,1} の第二固有値が極限のそれに収束していない
ことがチェックできる.
[14] では実際にこの状況でスペクトル収束が成り立つことを示した :
定理2.5. [14] 任意の l\geq 1 に対して,
\displaystyle \lim_{i\rightarrow\infty}$\lambda$_{l}^{H,1}(X_{i})=$\lambda$_{l}^{H,1}(X)





特に第 l ベッチ数の次元は調和 l形式からなる空間の次元,すなわち l形式に作用するホッ










ンクが極限で変化しないことの必要十分条件が X のハウスドルフ次元が n である とい
うことになる.
以上から次の問いは自然であろう :
一般の l で \triangle_{H,l} のスペクトル収束が成り立つか ?
しかしこれは期待できない.それはなぜか.もしスペクトル収束が成り立つとすれば,重










定理2.7. [14] 任意の  l, m に対して,
\displaystyle \lim_{i\rightarrow\infty}$\lambda$_{l}^{C,m}(X_{i})=$\lambda$_{l}^{C,m}(X)





-\displaystyle \frac{1}{2}\triangle| $\eta$|^{2}=|\nabla $\eta$|^{2}-\{\triangle_{H,1} $\eta$,  $\eta$\rangle+\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{c}($\eta$^{*}, $\eta$^{*})
に理由がある.ここに  $\eta$ は微分1形式である.これを \triangle_{H,1} の固有微分形式  $\eta$ に対して適
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